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 1.序論
　現在、発電設備や化学プラント等では多くの配管が利用され、それらの保守管理には様々な試験方法
が提案されている。例えばカメラを搭載したロボットを管路内で自走させるものやガイドウェーブを利用し
たものなどがある。
　しかし、いずれの方法も異常を検出できる部位は局所的で、測定に時間を必要とする。また、測定を行う
ための装置やロボットの開発も必要となる。そこでそれらの課題の解決法として、本稿では金属配管を導
波管とみなし、金属配管中に電磁波を伝搬させ、伝達関数を計測器で測定するだけで、配管全体の異常
検出を一度の計測で可能とする検査技術の開発を目的とする。
　計測器としてベクトルネットワークアナライザ（VNA）を用い、配管の入口と出口の両端を、変換器を経由
してケーブルで接続するだけで、配管の長さ・曲がり回数に影響を受けることなく管路全体の検査が可能
となることが本手法の特徴である。本手法を用いて精密な検査をすべき配管であるかどうかを判別するこ
とで、効率的な配管検査が可能となり、コスト面・検査時間の大幅な削減が見込める。
　本稿では矩形導波管における数値解析・実測実験、また円形導波管の数値解析により検証を行い、実
用化への提案を行う。 
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 2.FDTD 法
 2.1.FDTD 法の基本
　FDTD 法(Finite Difference Time Domain method)とは、マクスウェルの方程式を時間、空間で差分化し解析空間
の電磁界をリープフロッグ（蛙飛び）アルゴリズムを用いて、時間的に更新、出力点の時間応答を得る方法である。
FDTD 法では、波源、散乱体を囲むように解析領域をとり、解析領域全体を均一な微小格子（セル）に分割し、その
全てのセルにマクスウェルの方程式を定式化し、時間毎に電界と磁界を求めていくものである。
 2.1.1.差分
  関数 y=f x ,t  の微分の定義式は以下の用に書ける。
∂y
∂x = lim x→0
f x x,t − f x ,t 
x  (2.1)
ここで f x は連続的に変化する。しかし、コンピュータは連続的な値を扱うことや極限をとることはできないので、
f x を微小の  x を用いて離散化する必要がある。
そこで次のような近似を行うことで計算をコンピュータにさせることができるようになる。
∂y
∂x ≃
f xx ,t −f x ,t 
 x  (2.2)
これが差分である。
マクスウェルの方程式を時間及び空間について差分化する際、FDTD 法では 1次の差分公式が用いられる。
1次差分には前進差分、後進差分、中心差分があるが、fig. 1から明らかなように中心差分が最も精度のよい差分
公式であることからここでは中心差分を用いることにする。
電磁界のある 1つの成分を、F とすると空間および、時間についての中心差分は
∂F
∂x ≃
F x12x , y , z ,t −F x−
1
2 x, y ,z ,t 
x
 (2.3)
∂F
∂ t ≃
F x, y , z , t12 t−F x, y ,z ,t−
1
2t 
x
 (2.4)
で与えられる。
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      (a)中心差分              (b)後進差分              (c)前進差分
fig. 1:１次差分
FDTD 法では解析領域を微小セルに分割し，かつ時間も離散化されるため点（x,y,z,t)は
x, y ,z , t  = ix, jy,kz,nt   (2.5)
のように各格子点に割り当てられることになる。
x ,y ,z はセルの各辺の長さであり、セルサイズと呼ばれる。また、 t を時間ステップともいう。
FDTD 法の表記法では、これらを省略して
F x , y , z , t  = F ni , j ,k  (2.6)
と、書くのが一般的である。
式(2.5)(2.6)を用いて式(2.3) ,(2.4)を書き直すと
∂F
∂x ≃
F ni12 , j ,k − F
ni−12 , j ,k
x
 (2.7)
∂F
∂ t ≃
F
n12 i, j ,k − F
n−12 i , j ,k
t
 (2.8)
となる。
ここで、まず電磁界の時間配置について考える。
中心差分を用いると、電界と磁界は時間的に交互に配置されることになる。
ここでは、fig. 2のように
電界を t=n−1t ,nt ,n1t ,・・・の整数時の時刻
磁界を t=n−1 /2t , n1/2 t ,・・・の半奇数時の時刻
のように割り当てることにする。
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fig. 2:電界・磁界の時間配置
次に電磁界の空間配置について考える。
中心差分を用いたので、電界と磁界は時間的にだけでなく空間的にも交互に配置されることになる。fig. 3のように
電界を x=i−1x , i x , i1x ,・・・の整数時の位置
磁界を x=i−1 /2 x , i1/2x ,・・・の半奇数時の位置
のように割り当てることにする。
 2.1.2.微分系Maxwell方程式の差分表示
　電界を E[V/m] 、磁界を H[A/m]、電束密度を D [c /m2 ]  、磁束密度を B[T]とし、その源である電荷密度、電流
密度をそれぞれр [C /m 3 ] 、j [A /m 2] とすると、微分形Maxwellの方程式は
                 ∇× Er , t  = −
∂Br , t 
∂ t  (2.9)
                 ∇× Hr , t  =
∂Dr , t
∂ t  jr ,t   (2.10)
                 ∇・ Dr , t =r ,t   (2.11)
                 ∇・ Br , t  =0  (2.12)
この式のなかで式(2.9),(2.10)をそれぞれ微分系のファラデーの法則、微分系のアンペールの法則と呼び、FDTD 法
はこの 2式を基本方程式とする。
実際に(2.9),(2.10)式に差分式を適用させていくことを考える。
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fig. 3:電界と磁界の空間配置
構成方程式 D=E, B=H を用いて電界、磁界に直すと
∇× Hr , t  =  ∂Er , t
∂t E  (2.13)
∇× Er ,t  = − ∂Hr ,t 
∂ t  (2.14)
となる。
ここで  ,, はそれぞれ誘電率、透磁率、導電率である。
また、(2.9),(2.10)の 2式を(x,y,z)の直角座標を用いて成分ごとに分解すると、
∂Hz
∂y −
∂Hy
∂z =Ex
∂Ex
∂ t  (2.15.a)
∂Hx
∂z −
∂Hz
∂x =Ey
∂Ey
∂ t  (2.15.b)
∂Hy
∂x −
∂Hx
∂y =Ez
∂Ez
∂ t  (2.15.c)
∂Ez
∂y −
∂Ey
∂z =−
∂Hx
∂ t  (2.16.a)
∂Ex
∂z −
∂Ez
∂x =−
∂Hy
∂t  (2.16.b)
∂Ey
∂x −
∂Ex
∂y =−
∂Hz
∂ t  (2.16.c)
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 2.2.一次元問題
 2.2.1.一次元の差分式
　ここで、電磁界が fig. 3のように x方向に進み、かつ無損失の TE波であるとすると次のような条件を満たす。
                        
=0  (2.17)
Ex = Ey = Hx = H z = 0  (2.18)
∂
∂y =
∂
∂ z = 0  (2.19)
これらの条件を踏まえ式(2.15.a)〜(2.16.c)を整理すると
∂H y
∂x = 
∂Ez
∂t  (2.20)
∂Ez
∂x = 
∂Hy
∂t  (2.21)
となる。
中心差分であるので電界と磁界は交互に配置されることに注意しながら式(2.20)に差分化を行うと、
H y
n12 i12 −H y
n12 i−12 
x =
E zn1i −Ezni 
t
 (2.22)
これを Ezn1i  について整理すると、
Ezn1i =E zni 
t
x {H y
n12 i 12 −H y
n 12i−12 }  (2.23)
同様に式(2.21)も差分化し、 H y
n 12 i12  について整理すると、
Hy
n12 i12 =Hy
n−12 i12 
t
 x {Ez
n i1−Ez
ni }  (2.24)
を得る。
6
 2.2.2.一次元の吸収境界条件
　FDTD 法は基本的には閉領域の解析方法であるため、解放領域の問題（散乱解析やアンテナ解析など）を扱う場
合には、解析空間とその外部の境界面で到達した電磁波が反射しない必要がある。
そのような境界を吸収境界とよび、その条件を吸収境界条件と呼ぶ。吸収境界では、Yee のアルゴリズムが使えな
いため、特別な取り扱いが必要となる。そこで、最もポピュラーなMur の吸収境界条件を取り扱うことにする。
まず、一次元問題として考えたファラデー則とアンペール則の式(2.20),(2.21)に着目する。
式(2.20)を t で微分し、式(2.21)を zで微分すると
∂ 2Hy
∂x ∂t = 
∂ 2Ez
∂t 2  (2.25)
∂ 2Ez
∂x 2
= 
∂ 2Hy
∂x ∂t  (2.26)
ここで、式(2.25)の
∂ 2Hy
∂x ∂t を式(2.26)に代入し、
c= 1
 として整理すると、
∂ 2Ez
∂ t 2
c 2 ∂
2Ez
∂x 2
= 0  (2.27)
という波動方程式になる。
ここで、更に式変形をすると      
                    

∂ Ez
∂ t c
∂Ez
∂ x 
∂Ez
∂t −c
∂Ez
∂x  = 0  (2.28)
この式の第一項は前進波、第二項は後進波を表している。
まず後進波について考える。式(2.28)の第二項を z ,t =i
1
2 ,n
1
2  で差分化すると
1
t {Ez
n1 i12 −Ez
ni12 } =
c
x {Ez
n12 i1−Ez
n12 i }  (2.29)
となる。
しかし、 E i
1
2  や E
n12 は FDTD 法で取り扱うことができないので前後の値の平均をとり近似する。
Ezni
1
2 =
EzniE zni1
2  (2.30)
Ez
n12 i =E z
ni Ezn1i 
2  (2.31)
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式(2.30),(2.31)を式(2.29)に代入し E n1i  について整理すると、
Ezn1i =Ezn i1
ct−x
ctx {Ez
n1 i1−Ezn i }  (2.32)
となる。
前進波の式である式(2.28)の第一項も x ,t =i−12 ,n−
1
2  で差分化し、同様に計算することで次式を得る。
Ezn1i =Ezn i−1
ct−x
ctx {Ez
n1 i−1−Ezn i }  (2.33)
式(2.32)は後進波の吸収境界条件なので左端、つまり i=0 で使う。式(2.33)は前進波の吸収境界条件なので右
端、つまり i=imax で使う。
ここで簡単のために、 imax=NX とし、式(2.32)に i=0 を代入し、式(2.33)に i=NX を代入すると次式を
得る。
　●　吸収境界条件●
Ezn10=Ezn1
c t−x
c tx {Ez
n11−Ezn0} i=0のとき  (2.34)
Ezn1NX =Ezn NX−1
ct− x
ctx {Ez
n1 NX−1−EznNX } i=NX   (2.35)
 2.2.3.規格化
ここまで導出してきた式の各パラメータに初期値を与えることにより計算を行うことができる。しかし、個々の物理量
を把握することは困難であるために無次元化された比を用いて規格化を行うことにする。
まず、はじめに以下の様な無次元量を定義する。
X方向の 1波長あたりの分割数：
Dx ≡
0
x  (2.36)
 1周期あたりの分割数：  
Dt ≡
T
t  (2.37)
(ただし、 0 ：入射波の真空中での波長　T：入射波の真空中での周期)
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よって       0 =
c
f ,T=
1
f ,=2 f , を代入し x ,t について解くと次式を得る。
x = 0Dx
=
2c
0Dx
 (2.38)
t = TDt
=
2
0Dt
 (2.39)
よって
 t
x=
1
c⋅
Dx
Dt
= 00⋅
Dx
Dt
 (2.40)
これより(2.23)式中、
1

⋅
 t
x =
00
0r
⋅
Dx
Dt
=
1
r00 ⋅DxDt = 1r⋅Z0⋅DxDt  (2.41)
同様に(2.24)式中、
1
⋅
t
 x =
00
0r
⋅
Dx
Dt
=
1
r  00 ⋅DxDt = 1r⋅ 1Z0⋅DxDt  (2.42)
 ただし、                                                                                                                                
  比誘電率: r = /0
   比透磁率: r = /r
                                               波動インピーダンス: Z0 = 0/0
また、吸収境界条件の(2.34),(2.35)式中
ct−x
ctx =
Dx−Dt
DxDt
 (2.43)
 以上を用いると、電磁界の差分式の(2.33),(2.34)式、吸収境界条件の(2.34),(2.35)式は次式のように書き換えること
ができる。
● 電磁界の差分式 
Ez
n1i =Ez
ni  1
r
⋅Z0⋅
Dx
Dt
{H y
n12 i12 −Hy
n12 i−12 }  (2.44)
Hy
n12 i12 =Hy
n−12 i12 
1
r
⋅ 1Z0
⋅
Dx
Dt
{Ez
n i1−Ez
n i }  (2.45)
 ● 吸収境界条件
Ezn10=Ezn1
Dx−Dt
DxDt
{Ezn11−Ezn0}  (2.46)
Ezn1NX =Ezn NX−1
Dx−Dt
DxDt
{Ezn1 NX−1−Ezn NX }  (2.47)
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 2.3.二次元問題
 2.3.1.二次元の差分式
　波源も物体の構造も Z軸方向に変化のないような問題は二次元問題として扱うことができる。ここでは電界成分が
入射面に垂直で、磁界成分が入射面内にある TE波を用いて解析を行っていく。
解析領域を xy平面とし空間配置すると fig. 4のように電界と磁界は交互に配置される。また、時間配置としても中心
差分を用いているために電界と磁界は交互に配置される。
今回は Z方向に一様である二次元問題を考える。よって次の条件が成り立つ。
∂
∂z=0  (2.48)
また無損失であるので、
=0  (2.49)
また TE波であるので、以下の条件が成り立つ。
Ex=Ey=Hz=0  (2.50)
Maxwellの方程式のアンペール則、ファラデー則を直角座標で展開し、(2.48)〜(2.50)の条件を適用すると以下の 3
つの式を導出することができる。
∂EZ
∂ t =
1
 {∂Hy∂x −∂Hx∂y }  (2.51)
∂Hx
∂ t =−
1

∂Ez
∂y  (2.52)
∂Hy
∂ t =−
1

∂Ez
∂x  (2.53)
ここで(2.51)式を点( x ,y ,z )＝( i , j,n1 /2 )で差分化すると以下のようになる。
Ezn1i , j−Ezni , j
t =
1
 {H y
n 12i12 , j−H y
n 12 i−12 , j
x }
−1 {H x
n12 i , j12 −H x
n12 i , j−12 
 y }
 (2.54)
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fig. 4:電界と磁界の空間配置
この式を EZn1i , j についてまとめると      
 
E zn1i , j=Ezni , j
1

 t
x {H yn
1
2 i 12, j−H y
n12 i− 12, j}
−1
 t
y {H xn
1
2 i , j12 −Hx
n12 i , j−12 }
 (2.55)
同様に(2.52)式を x ,y , t =i , j1 /2 ,n ,(2.53)式を x ,y , t =i1/2 , j,n で差分化し整理すると
Hx
n12 i , j12 =Hx
n−12 i , j12 −
1

t
y {Ez
n i , j1−Ez
n i , j}  (2.56)
Hy
n12 i 12, j=Hy
n−12 i 12, j
1

t
x {Ez
n i1, j−Ez
n i , j}  (2.57)
ここで 1次元問題と同様に規格化を行う。
x,y方向の空間分割数 Dx ,Dy ,時間分割数 Dt を以下のように定義すると以下のようになる。
Dx=
0
x=
2C
0x
, Dy=
0
y=
2C
0 y
, Dt=
T
t=
2
0t  
(2.58)
 ∵ C=
1
00
  0 : 入射波の真空中での波長  T :入射波の真空中での周期
また一次元問題同様、
Z0=0 /0 , =0r , =0r , T=2/0  (2.59)
Z0 ：波動インピーダンス
とすると、(2.55),(2.56),(2.57)式中の係数は次のようにおくことができる。
1

t
x =
1
r
Z0
Dx
Dt  
(2.60.a)
1

t
 y =
1
r
Z0
Dy
Dt  
(2.60.b)
1

t
 x =
1
r
1
Z0
Dx
Dt  
(2.60.c)
1

t
 y =
1
r
1
Z0
Dy
Dt  
(2.60.d)
11
よって、最終的に電界・磁界の差分式は以下のようになる。
電界の差分式
Ezn1i, j=E zni , jZ0
1
r
D x
Dt
{H y
n12 i 12, j−H y
n 12 i− 12, j }
−Z0
1
r
D y
Dt
{H x
n12 i , j12 −H x
n12 i , j−12 }
 (2.61)
X方向の磁界の差分式
Hx
n12 i , j12 =Hx
n−12 i , j12 −
1
Z0
1
r
Dy
Dt
{Ez
ni , j1−Ez
n i , j}  (2.62)
Y方向の磁界の差分式
Hy
n12 i 12, j=Hy
n−12 i 12, j
1
Z0
1
r
Dx
Dt
{Ez
ni1, j−Ez
n i , j}  (2.63)
これらの式から電界 Ezn1 を求めるには、1ステップ前の電界 Ezn と半ステップ前の磁界 Hx
n12 ,Hy
n 12 が
必要なことがわかる。
同様に、ある時間の磁界 Hx
n12 ,Hy
n 12 を求めるには、1ステップ前の磁界 Hx
n−12 ,Hy
n− 12 と半ステップ前の電界
Ezn が必要なことがわかる。
 2.3.2.二次元の吸収境界条件
　境界上での電界を求めるには解析領域外の磁界が必要になる。特別な取り扱いが必要になる境界上ではMur の
吸収境界条件を用いて定式化を行っていく。
(2.61),(2.62),(2.63)の 3式から Hx ,Hy を消去し、整理すると次の波動方程式が得られる。
∂2Ez
∂x2

∂2Ez
∂y2
− 1
c2
∂2Ez
∂ t2
=0                 ∵ c =
1
 (2.64)
ここで微分演算子を Dx= ∂∂x , Dy=
∂
∂y , Dt=
∂
∂t と置くと次式を得る。
Dx2Dy2−
1
c2
Dt2Ez=0  (2.65)
この式は次の式のように式変形することができる。
Dx1c2 Dt2−Dy2Dx−1c2 Dt2−Dy2Ez=0  (2.66)
Dy1c2 Dt2−Dx2Dy−1c2 Dt2−Dx2Ez=0  (2.67)
式(2.66),(2.67)はそれぞれ x方向、y方向に伝搬する波の式を表していて、左側の（）が前進波、右側の（）が後進波
を表している。
ここで解析領域を 0≤x≤NX 0≤y≤NY とすると、 x=0 面では式(2.66)の後進波を使い、
x=NX 面では式(2.66)の前進波を使う。
また y=0 面では式(2.67)の後進波を y=NY では式(2.67)の前進波を吸収境界条件として使う。
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まず、x=0面について考える。このとき対応する式は式(2.66)の後進波である。
(2.66)式を変形すると、
Dx−Dtc 1−c DyDt 
2Ez=0  (2.68)
この式を差分するために以下のような Taylar展開を用いて近似する。
1−S 2≃1−12 S
2−18 S
4
・・・                            
この式の第二項までを用いて式(2.68)を変形すると以下のようになる。
{Dx−Dtc {1−12 c DyDt 
2
}}Ez=0  (2.69)
         ∵  S=c DyDt          
 
ここで両辺に Dt をかけて、微分演算子 Dx ,Dy ,Dt を元の形に直すと
∂2Ez
∂x∂ t−
1
c
∂2Ez
∂ t2
c2
∂2Ez
∂ y2
=0  (2.70)
次にこの式を中心差分することにより吸収境界での式を導出することができる。ここでは差分点
x ,y , t =12 , j ,n で展開する。
●第一項●
∂2 E zn
1
2 , j
∂x ∂t =
∂
∂x
Ez
n12 12 , j−E z
n−12 12 , j
 t
= 1
t {E z
n12 1, j−E z
n12 0 , j
x −
E z
n− 12 1, j −E z
n−12 0 , j 
x }
= 1
xt {Ez
n1, j−Ezn11 , j
2 −
Ezn0, j−Ezn10 , j
2 }
− 1
x t {E z
n1, j−E zn11 , j 
2 −
E zn0, j−E zn10 , j
2 }
=
Ezn11, j−E zn10, jE zn−11, j−Ezn−10, j 
2xt
 (2.71.a)
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●第二項●
∂2 Ezn
1
2 , j
∂t2
= ∂
∂t
Ez
n12 12 , j−Ez
n−12 12 , j
t
= 1
t {E z
n112 , j−E z
n12 , j
 t −
Ezn
1
2 , j −Ez
n−112 , j 
t }
= 1
t2 {Ez
n10, jE zn11 , j 
2 −
Ezn0, jE zn1 , j
2 }
− 1
t2 {E z
n0, jEzn1 , j 
2 −
E zn−10, j−Ezn−11, j 
2 }
=
E zn10, j−2 Ezn0, jEzn−10, jEzn11, j −2 Ezn1, jE zn−11, j
2t2
 (2.71.b)
●第三項●
∂2 E z
n12 , j
∂y 2
=∂
∂y
E z
n12 , j
1
2 −Ez
n12 , j−
1
2 
 t
= 1
 y {E z
n 12 , j1−E z
n12 , j 
y −
E zn12 , j −E z
n 12 , j−1
 y }
= 1
 y2 {Ez
n0, j1E zn1 , j1
2 −
E zn0, jE zn1 , j
2 }
−{Ezn0, jEzn1 , j2 −E z
n0, j−1−Ezn1, j−1
2 }
=
E zn 0, j1−2 Ezn0, jEzn0, j−1E zn1, j1−2E zn 1, j E zn 1, j−1
2y 2
 (2.71.c)
式(2.71)の中で電界の離散値は時刻 n−
1
2 ,n
1
2 では存在しないので、その前後（時間的に）の平均値とした。
また,式(2.71b,c)は x座標についての差分がない。そのため差分点の座標 
1
2 , j には電界が存在しないので前後
(空間的に)の電界から平均値を求めた。
(2.71.a)(2.71.b)(2.71.c)の 3式を全て式(2.70)に代入すると,
0= 12xt {Ez
n11, j−Ezn10, j−Ezn−11, j Ezn−10, j}
−1c
1
2t2 {Ez
n10, j−2 Ezn0, jEzn−10, jEzn11, j1−2Ezn1, jE zn−11, j−1}
c2
1
2y 2 {Ez
n0, j1−2Ezn0, j Ezn 0, j−1Ezn1, j1 −2 Ezn1, jE zn1, j−1}
 (2.72)
ここで、 c
t
 x=
cT
0
Dx
Dt
=
Dx
Dt
, c
2
2
 t2
y2
= c
2T2
202
Dy2
Dt2
=12
Dy2
Dt2
 (2.73)
という式変形を用い,全体に 2ct2 をかけ Ezn10, j について解くことで x=0面での吸収境界条件を求め
ることができる。
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・x=0面での吸収境界条件
Ezn10, j =−E zn−11, j
Dx−Dt
DxDt
{Ezn11, j E zn−10, j}

2Dt
DxDt
{Ezn1, jEzn0, j}

D y2
2DtDxDt {E z
n 0, j1−2 Ezn0, jEzn0, j−1
E zn1, j1−2E zn1, j E zn 1, j−1}
 (2.74.a)
また式(2.74.a)をみると吸収境界面の電界（fig. 5の◯）は、その電界を取り囲む5つの電界（fig. 5の● ）によって求
まることがわかる。図に書くと fig. 5になる。
また、他の境界面に対しても、同様に差分化し規格化をすることで順次求めていくことができる。
●x=NX面での吸収境界条件
式(2.66)の前進波を差分点 x ,y ,t =NX−12 , j ,n  で差分化した。
Ezn1NX , j=−E zn−1NX−1, j
Dx−Dt
DxDt
{E zn1NX−1, jEzn−1NX , j}

2Dt
DxDt
{EznNX−1, jE znNX , j }

Dy2
2Dt D xDt  {Ez
nNX , j1−2E znNX , jEznNX , j−1
E zn NX−1, j1−2 EznNX−1, jEznNX−1, j−1}
 (2.74.b)
●y=０ 面での吸収境界条件
式(2.67)の後進波を x ,y ,t =i , 12 ,n で差分化。
Ezn1i ,0=−E zn−1i ,1
D y−Dt
D yDt
{Ezn1i ,1Ezn−1i ,0}

2Dt
D yDt
{Ezni ,1E zni ,0}

D x2
2DtD yDt  {Ez
ni1,0−2E zni ,0Ezni−1,0
E zn i1,1−2 Ezni ,1E zni−1,1}
 (2.74.c)
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fig. 5:吸収境界面における電界の求め方
●y=NY 面での吸収境界条件
式(2.67)の前進波を x ,y ,t =i ,NY−12 ,n  で差分化。
Ezn1i , NY =−Ezn−1i, NY−1
Dy−Dt
DyDt
{E zn1i ,NY−1E zn−1i ,NY }

2Dt
DxDt
{Ezni ,NY−1 E zni , NY }

Dx2
2Dt D yDt {E z
ni1,NY−1−2 E zni , NY E zni−1, NY 
Ezni1, NY−1−2 Ezni ,NY−1E zni−1, NY−1}
 (2.74.d)
 2.3.3.解析領域の角における吸収境界条件
　前節で導出した吸収境界条件では、電界を求めるには fig. 5のようにその点を取り囲む電界成分が必要である。
しかし、 Ez0,0 のように解析領域の角にある電界は、fig. 6のように計算に必要な電界が解析領域外にでてし
まうので特別な取り扱いが必要となる。
そこで fig. 7のような新しい座標系を考える。
fig. 7は仮想点(x,y)=(1/2,1/2)を考え、その点での電界を Ez1/2,1/2 とする。その仮想点を中心に座標を左に
45度回転させた座標系を(x',y')座標系とする。
仮想点で差分化を行い Ez0,0 を求める。
波動方程式、式(2.64)をもう一度示す。
∂2Ez
∂x∂ t−
1
c
∂2Ez
∂ t2
c2
∂2Ez
∂ y2
=0   
   
16
fig. 6:角の吸収境界条件
fig. 7:角に置ける座標変換図
これを差分点 x ,y ,t =12 ,
1
2 ,n で展開すると各項は次式を得る。
(i)  第一項
∂2 Ez
∂x '∂ t =
∂
∂x'
Ez
n12 12 ,
1
2 −Ez
n−12 12 ,
1
2 
t
= 1
t {Ez
n12 1,1−E z
n12 0,0
x' −
E z
n12 1,1−Ez
n12 0,0
x' }
= 1
 tx' {Ez
n11,1E zn 1,1
2 −
Ezn10,0−Ezn 0,0
2 }
− 1
tx' {Ez
n1,1E zn−11,1
2 −
Ezn0,0−E zn−10,0
2 }
= 12x't {Ez
n11,1−E zn10,0E zn−1 0,0−Ezn−1 1,1}
 (2.75.a)
(ii)第二項
∂2Ezn 
1
2,
1
2 
∂ t2
= ∂
∂ t
E z
n12 12,
1
2 −Ez
n−12 12 ,
1
2 
t
=
1
t {E z
n112 ,
1
2 −Ez
n12 ,
1
2 
t −
Ezn 
1
2 ,
1
2 −Ez
n−112 ,
1
2 
 t }
=1
t2 {E z
n10,0E zn1 1,1
2 −
Ezn 0,0Ezn1,1
2 }
−1
t2 {E z
n 0,0Ezn 1,1
2 −
Ezn−10,0E zn−11,1
2 }
= 1
2t2 {E zn1 0,0−2E zn 0,0E zn−10,0E zn11,1−2 Ezn 1,1Ezn−1 1,1}
 (2.75.b)
(iii)第三項
∂2 Ezn 
1
2,
1
2 
∂ y' 2
= ∂
∂ y'
E zn 
1
4,
3
4 −Ez
n 34 ,
1
4 
1
2 y '
= 11
2 y ' {Ez
n0 ,1 −Ezn
1
2 ,
1
2 
1
2  y'
−
E zn 
1
2 ,
1
2 −E z
n 1 ,0
1
2  y' }
= 11
4 y '
2 {E zn 0,1−2 Ezn12 ,12 Ezn1,0}
= 4
y ' 2 {E zn 0,1−2 Ez
n0 ,0E zn 1,1
2 E z
n 1,0}
= 4
y ' 2 {Ez
n 0,1−Ezn0,0−Ezn 1,1Ezn 1,0 }
 (2.75.c)
(iii)第三項の式(2.75)において y' 方向に 2回差分を行うと、解析領域外の電界が必要になってしまう。そこで差
分の範囲を  y' /2 として計算した。
また、仮想点の座標 Ez12 ,
1
2  には本体電界が存在しないので、次式のようにその前後の電界
Ez0,0 ,Ez1,1  から平均値を仮想点の電界として求めている。
Ez 
1
2 ,
1
2 =
{E z 0,0Ez 1,1}
2  (2.76)
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(2.75.a),(2.75.b),(2.75.c)の 3式を式(2.70)に代入すると
0= 12 x't {E z
n11,1−Ezn10,0−Ezn−11,1E zn−10,0}
−1c
1
2t2
{Ezn10,0−2 Ezn0,0E zn−10,0E zn11,1−2E zn 1,1Ezn−11,1}
c2
4
 y ' 2
{Ezn0,1−E zn0,0−Ezn1,1E zn 1,0}
 (2.77)
 さらに式(2.77)の両辺に 2ct 2 をかけて式を整理すると
0=c t
x ' {E z
n11,1−E zn10,0−Ezn−1 1,1Ezn−10,0}
−{Ezn10,0−2 Ezn0,0E zn−10,0Ezn11,1−2E zn1,1E zn−11,1}
4c2t
2
y ' 2
{Ezn0,1−E zn0,0−Ezn1,1E zn1,0}
 (2.78)
ここで、fig. 48より以下のような幾何学的関係が成り立つ。
x '=y'= x2y2  (2.79)
前述した式(2.58)の条件をもう一度示す。
Dx=
0
x , Dy=
0
y , Dt=
T
t  
この条件を使うと式(2.79)はさらに以下のように変形することができる。
x2 y2=0Dx 
2
0Dy 
2
=0
Dx2Dt2
DxDy
 (2.80)
となる。よって、(2.78)式中の係数は以下のようになる。
c t

x' = DxDy
DtDX2Dy2
cT
0
=
DxDy
DtDX2Dy2  (2.81)
4c2 t
2
y ' 2
=
Dx2Dy2
Dt2 Dx2Dy2
4c2T2
0
=4 Dx
2Dy2
Dt2Dx2Dy2
 (2.82)
係数を置き換えると式(2.78)は
0= Dx D y
DtDX2Dy2
{E zn11,1−Ezn10,0−Ezn−11,1E zn−10,0}
−{Ezn10,0−2 Ezn0,0E zn−10,0Ezn11,1−2E zn1,1E zn−11,1}
4 Dx
2 D y2
Dt
2D x
2D y
2 
{Ezn0,1−E zn 0,0−Ezn1,1E zn1,0}
 (2.83)
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ここでさらに以下のような置換をする。
DL=
Dx Dy−DtDx2D y2
Dx DyDtDx2D y2
 (2.84.a)
DM=
2DtDx2Dy2
DxDyDtDx2Dy2
 (2.84.b)
DN=
4Dx2Dy2
Dx DyDtDx2Dy2Dt2Dx2Dy2  
(2.84.c)
よって最終的に以下のようにまとめることができる。
点 x ,y =0,0 での吸収境界条件
Ezn10,0=−Ezn−1 1,1 
DL{Ezn11,1Ezn−10,0}
DM{Ezn 1,1Ezn0,0}
DN{Ezn 0,1 −Ezn 1,1−Ezn0,0Ezn 1,0}
 (2.85.a)
その他の角についても同様に吸収境界条件を求めることができる。
点 x ,y =NX ,0
Ezn1NX ,0=−Ezn−1NX−1,1
DL{Ezn1NX−1,1Ezn−1NX ,0}
DM{Ezn NX−1,1Ezn NX ,0}
DN{Ezn NX ,1−EznNX−1,1−EznNX ,0Ezn NX−1,0 }
 (2.85.b)
点 x ,y =0,NY
Ezn10,NY=−Ezn−1 1,NY−1
DL{Ezn11,NY−1Ezn−10,NY}
DM{Ezn 1,NY−1Ezn 0,NY }
DN{Ezn 0,NY−1−Ezn1,NY−1−Ezn0,NYEzn 1,NY}
 (2.85.c)
点 X , Y=NX ,NY 
Ezn1NX ,NY=−Ezn−1NX−1,NY−1
DL{Ezn1NX−1,NY−1Ezn−1 NX ,NY}
DM{EznNX−1,NY−1Ezn NX,NY}
DN{Ezn NX ,NY−1−Ezn NX−1,NY−1−Ezn NX,NYEzn NX−1,NY }
 (2.85.d)
よって実際には、
●電磁界の差分式                    ●吸収境界条件（面）                          ●吸収境界条件（角） 
式(2.61),(2.62),(2.63)                   (2.74.a),(2.74.b),(2.74.c),(2.74.d)              式(2.85.a),(2.85.b),(2.85.c),(2.85.d)
を使って数値計算していくことになる。
の電磁界成分が散乱波の電磁界成分として存在している。これが散乱波の波源となる。また差分式中に入射波が
登場しなかったが、上式のような形で入射波が反映されている。
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 2.4.三次元問題
 2.4.1.三次元問題の差分式
　Maxwell方程式のアンペール則とファラデー則において =0 とし、各成分ごとにまとめると以下のようになる。
∂Hz
∂y −
∂Hy
∂z =
∂Ex
∂ t  (2.86.a)
∂Hx
∂z −
∂H z
∂x =
∂Ey
∂t  (2.86.b)
∂Hy
∂x −
∂Hx
∂y =
∂Ez
∂ t  (2.86.c)
∂Ez
∂y −
∂Ey
∂ z =−
∂Hx
∂ t  (2.87.a)
∂Ex
∂ z −
∂Ez
∂x =−
∂Hy
∂t  (2.87.b)
∂Ey
∂x −
∂Ex
∂y =−
∂Hz
∂ t  (2.87.c)
先ず式(2.86.a)を x , y ,z , t =i
1
2 , j ,k,n
1
2  で差分化すると以下のようになる。
Exn1i
1
2 , j ,k−E x
ni12 , j ,k
t =
1
 {H z
n12 i 12 , j
1
2 ,k−H z
n12 i12 , j−
1
2 ,k
 y }
−1
 {H y
n12 i12 , j ,k
1
2 −H y
n 12i12 , j ,k−
1
2 
 z }
 (2.88)
 これを Exn1i
1
2 , j ,k について整理しなおすと以下のようになる。
Exn1i
1
2 , j ,k=E x
ni12 , j ,k
1

 t
y {H zn
1
2 i 12 , j
1
2 ,k−H z
n12 i12 , j−
1
2 ,k}
−1
 t
z {H yn
1
2 i12 , j ,k
1
2 −H y
n12 i12 , j ,k−
1
2 }
 (2.89.a)
以下同様に残りのMaxwellの式を差分化していく。計算は省略する。
式(2.86.b)を x , y ,z , t =i , j
1
2 ,k,n
1
2  で差分化してまとめると以下のようになる。
E yn1i , j
1
2 ,k=Ey
ni , j12 ,k
1

t
z {Hxn
1
2i , j12 ,k
1
2 −H x
n12 i , j12 ,k−
1
2 }
−1
 t
x {H zn
1
2 i12 , j
1
2 ,k−Hz
n12 i−12 , j
1
2 ,k}
 (2.89.b)
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式(2.86.c)を x, y ,z, t= i, j ,k12 ,n
1
2  で差分化してまとめると以下のようになる。
Ezn1 i , j ,k
1
2 =Ez
ni , j,k12 
1

t
x {Hyn
1
2 i12 , j ,k
1
2 −Hy
n 12i−12 , j ,k
1
2 }
−1

 t
y {Hxn
1
2i , j12 ,k
1
2 −Hx
n12 i , j−12 ,k
1
2 }
 (2.89.c)
式(2.87.a)を x, y ,z, t= i , j12 , k
1
2 , n で差分化してまとめると以下のようになる。
Hx
n12 i , j12 , k
1
2 ,n =Hx
n−12 i , j12 , k
1
2 −
1

 t
 y {Ezni , j1,k12 −Ezni , j,k12 }
1

 t
z {Eyni , j12 ,k1−Eyni , j12 ,k }
 (2.90.a)
式(2.87.b)を x, y ,z, t= i12 , j , k
1
2 , n で差分化してまとめると以下のようになる。
Hy
n12 i 12, j ,k
1
2 ,n=Hy
n−12 i12 , j,k
1
2 −
1

 t
z {Exni12 , j,k1−Exni12 , j,k }
1

t
x {Ezni1, j,k12 −Ezn i , j ,k12 }
 (2.90.b)
式(2.87.c)を x, y ,z, t= i12 , j
1
2 ,k , n で差分化してまとめると以下のようになる。
Hz
n12 i12 , j
1
2 ,k =Hz
n−12 i12 , j
1
2 ,k −
1

t
x {Eyni1 , j12 ,k−Eyni , j12 ,k }
1

 t
y {Exni12 , j1,k −Exn i12 , j ,k}
 (2.90.c)
 
ここで差分化した 6つの式をこれまでどおり規格化していく。規格化するために用いた式を以下に示す。
Dx=
0
x ,Dy=
0
y ,Dz=
0
z ,Dt=
T
t ,Z0=00 ,0=2C0, C= 100
これらを用いると、(2.89.a〜c)(2.90.a〜c)式中の係数は以下のように変形できる。
1

t
 x=Z0
1

Dx
Dt
, 1

t
 y=Z0
1

Dy
Dt
, 1

 t
z=Z0
1

Dz
Dt
1

t
 x=
1
Z0
1

Dx
Dt
, 1

t
y=
1
Z0
1

Dy
Dt
, 1

t
z=
1
Z0
1

Dz
Dt
これらを用いて順次、規格を行っていく。最終的な電界と磁界の差分式を次ページに示す。
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電界の差分式
Exn1i
1
2 , j,k=Ex
ni12 , j ,kZ0
1

Dy
Dt {Hz
n 12i12 , j
1
2 , k−Hz
n12 i12 , j−
1
2 ,k}
−Z0
1

Dz
Dt {Hy
n12 i12 , j ,k
1
2 −Hy
n 12i12 , j ,k−
1
2 }
 (2.91.a)
Eyn1i , j
1
2 ,k=Ey
ni , j12 ,k Z0
1

Dz
Dt {Hx
n12 i , j12 ,k
1
2 −Hx
n12 i , j12 ,k−
1
2 }
−Z0
1

Dx
Dt {Hz
n12 i12 , j
1
2 , k−Hz
n12 i−12 , j
1
2 ,k }
 (2.91.b)
Ezn1i , j ,k
1
2 =Ez
ni , j,k12 Z0
1

Dx
Dt {Hy
n12 i12 , j,k
1
2 −Hy
n12 i−12 , j , k
1
2 }
−Z0
1

Dy
Dt {Hx
n 12 i , j 12 ,k
1
2 −Hx
n12 i , j−12 ,k
1
2 }
 (2.91.c)
磁界の差分式
Hx
n 12i , j12 ,k
1
2 =Hx
n−12 i , j12 ,k
1
2 −
1
Z0
1

Dy
Dt {Ezn i , j1, k12 −Ezni , j,k12 }
 1Z0
1

Dz
Dt {Eyni , j
1
2 , k1−Ey
ni , j12 ,k}
 (2.92.a)
Hy
n12 i 12, j ,k
1
2 =Hy
n− 12 i12 , j ,k
1
2 −
1
Z0
1

Dz
Dt {Exni12 , j,k1−Ezni12 , j,k}

1
Z0
1

Dx
Dt {Ezni1, j,k
1
2 −Ez
n i , j ,k12 }
 (2.92.b)
Hz
n12 i12 , j
1
2 ,k =Hz
n−12 i12 , j
1
2 ,k −
1
Z0
1

Dx
Dt {Eyni1 , j12 ,k−Eyni , j12 ,k }

1
Z0
1

Dy
Dt {Exni
1
2 , j1,k −Ex
n i 12 , j ,k}
 (2.92.c)
式((2.91.a〜c),((2.92.a〜c)を用いて三次元の電磁界の計算を行っていく。
 2.4.2.三次元問題の吸収境界条件
　吸収境界条件については平成 14年度に在籍していた植松氏のライブラリを用いので理論式については省略する。
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fig. 8:円筒座標
 2.5.円筒座標系における FDTD 法解析
　本稿では円筒導波管の解析も FDTD 法を用いて行った。従来のデカルト座標では円や円柱を表現するのは困難
であるため、円筒座標系の FDTD 法の取り扱いが必要となる。本章では円筒座標系における FDTD 法について述べ
る。
 2.5.1.円筒座標系におけるMaxwellの方程式
　本章で扱う円筒座標系を以下に示す。
また、微分系Maxwellの方程式のファラデーの法則、アンペールの法則は以下のようである。
∇×Er , t=−∂B r , t 
∂ t  (2.93)
∇×Hr ,t =∂D r , t
∂ t  j r , t  (2.94)
構成方程式 D=E , B=H を用いて電界、磁界に直すと
∇×Er , t=− ∂H r , t 
∂ t  (2.95)
∇×Hr ,t = ∂E r , t
∂ t E  (2.96)
ここで(2.93)式の左辺を円筒座標系に直す
∇×E=rotE=er 
1
r
∂Ez
∂
−
∂E
∂z e
∂Er
∂z −
∂Ez
∂r ez 
1
r
∂r⋅E
∂r −
1
r
∂Er
∂
  (2.97)
また(2.96)式の左辺も同様にして
∇×H=rotH=er 
1
r
∂Hz
∂
−
∂H
∂z e
∂Hr
∂z −
∂Hz
∂ r ez 
1
r
∂ r⋅H
∂ r −
1
r
∂Hr
∂
  (2.98)
とここで円筒座標 r , ,z の各座標軸の単位ベクトルを er ,e ,ez とした。
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fig. 9:円筒座標系＆セル配置
各成分毎に分解すると以下のようになる。
1
r
∂Ez
∂
−
∂E
∂z =−r
∂Hr
∂ t (2.99)
∂Er
∂z −
∂Ez
∂ r =−
∂H
∂ t  (2.100)
1
r
∂r⋅E
∂ r −
1
r
∂Er
∂
=−z
∂Hz
∂ t  (2.101)
1
r
∂Hz
∂
−
∂H
∂z =−r
∂Er
∂ t  (2.102)
∂Hr
∂z −
∂Hz
∂ r =−
∂E
∂ t  (2.103)
1
r
∂r⋅E
∂ r −
1
r
∂Er
∂
=−z
∂Hz
∂ t
 
(2.104)
 2.5.2.円筒座標系における差分式
　空間を円筒座標系をもとにして、r 方向に r 間隔で、また  方向には  で、z方向には z で離
散化する。r,  ,z方向の離散点番号を各々、i , j , kとすると、問題の空間の円筒座標は、
r , ,z= ir , j ,kz と表すことが出来る。また、時刻 t も t 間隔で離散化し、離散番号を n とすると
t=nt と表すことが出来る。
以上を元に導出した(2.99)〜(2.102)式の差分表現を考えていく。
まず式(2.99)の左辺は、 r , ,z ,t =ir ,  j
1
2  ,k
1
2 z ,nt  で差分化すると
1
r⋅i
Ezn i , j1,k
1
2 −Ez
ni , j,k12 

−
Eni , j
1
2 ,k1−E
ni , j12 ,k
z
 (2.105)
となる。また、右辺は、
−ur [Hr
n12 i , j12 ,k
1
2 −Hr
n−12 i , j12 ,k
1
2 ]
t
 (2.106)
となるので式を Hr
n12  i , j12 ,k
1
2  について整理すると次ページの差分式が導出できる。
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Hr
n12 i , j 12 , k
1
2 =Hr
n−12 i , j12 ,k
1
2 
1
r
t
z {E
n i , j12 ,k1−E
n i , j12 ,k}
− 1
r
1
r⋅i
t

{Ezni , j1,k
1
2 −Ez
ni , j,k12 }
 (2.107)
同様に式(2.100)も r , ,z ,t =i
1
2 r , j ,k
1
2 z ,nt  で差分化すると以下の差分式が導出できる。
H
n12 i12 , j,k
1
2 =H
n−12 i12 , j,k
1
2 
1

 t
r {Ez
ni1, j,k12 −Ez
ni , j,k12 }
−
1

 t
z {Er
ni12 , j,k1−Er
n i12 , j ,k}
 (2.108)
同様に式(2.101)も r , ,z ,t =i
1
2 r ,  j
1
2  ,kz ,nt  で差分化すると以下の差分式が導出できる。
H z
n 12 i12 , j
1
2 ,k=H z
n−12 i 12 , j
1
2 ,k−
1
z
t
r {
i1
i12
En i1, j12 ,k−
i
i12
E z ni , j
1
2 ,k}
 1z
1
 r⋅i12
 t

{E r ni
1
2 , j1,k−E r
ni12 , j ,k}
 (2.109)
同様に式(2.102)も r , ,z ,t =i
1
2 r , j ,kz, n
1
2 t  で差分化すると以下の差分式が導出できる。
Ern1i
1
2 , j ,k=Er
ni12 , j,k −
1
r
 t
z {H
n 12i12 , j ,k
1
2 −H
n12 i12 , j ,k−
1
2 }

1
r
1
 r⋅i12 
 t

{Hz
n12 i12 , j
1
2 , k −Hz
n12 i12 , j−
1
2 ,k }
 (2.110)
同様に式(2.103)も r , ,z ,t =ir ,  j
1
2  ,kz, n
1
2 t  で差分化すると以下の差分式が導出できる。
En1i , j
1
2 ,k=E
ni , j12 ,k 
1

t
z {Hr
n 12i , j12 ,k
1
2 −Hr
n12 i , j12 ,k−
1
2 }
− 1

 t
r {Hz
n12 i12 , j
1
2 ,k−Hz
n 12i−12 , j
1
2 ,k}
 (2.111)
同様に式(2.104)も r , ,z ,t =ir , j ,k
1
2 z, n
1
2 t  で差分化すると以下の差分式が導出できる。
Ezn1i , j ,k
1
2 =Ez
ni , j,k12 
1
z
 t
r {
i12
i H
n 12 i12 , j ,k
1
2 −
i−12
i H
n12 i12 , j, k−
1
2 }
− 1
z
1
 r⋅i
 t

{Hr
n12 i , j12 ,k
1
2 −Hr
n 12 i , j12 ,k−
1
2 }
 (2.112)
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 2.5.3.規格化
　いままでと同様にこれらの差分式に対しても規格化を行っていく。
扱う入射波の波長を  とし、r 方向の１波長当たりの分割数を Dr ,  方向の角度の分割数を N ,z方
向の１波長当たりの分割数を Dz ,1 周期あたりの時間の分割数を Dt ,自由空間のインピーダンスを Z0 と
すると、次式で表すことが出来る。
r= Dr
,=2N
,z= Dz
,t= c0Dt
,Z0=00  (2.113)
以上の(2.107)～(2.112)式の 6式に適応すると
Hr
n12 i , j12 , k
1
2 =Hr
n−12 i , j12 ,k
1
2 
1
r
1
Z0
Dz
Dt
{Eni , j
1
2 ,k1−E
ni , j12 ,k}
− 1
r
N
2 i⋅Z0
Dr
Dt
{Ezni , j1, k
1
2 −Ez
n i , j ,k12 }
 (2.114)
H
n12 i12 , j, k
1
2 =H
n−12 i12 , j,k
1
2 
1

1
Z0
Dr
Dt
{Ezni1, j ,k
1
2 −Ez
ni , j ,k12 }
− 1

1
Z0
Dz
Dt
{Ern i
1
2 , j ,k1−Er
ni12 , j,k }
 (2.115)
Hz
n12 i12 , j
1
2 ,k =Hz
n−12 i12 , j
1
2 ,k −
1
z
1
Z0
Dr
Dt
{ i1
i12
Eni1, j
1
2 ,k−
i
i12
Ez ni , j
1
2 ,k}
 1
z
N
2i12 ⋅Z0
Dr
Dt
{Erni
1
2 , j1,k −Er
n i12 , j ,k}
 (2.116)
Ern1i
1
2 , j ,k=Er
ni12 , j,k −
1
r
Z0
Dz
Dt
{H
n12 i12 , j ,k
1
2 −H
n12 i12 , j ,k−
1
2 }
1
r
N⋅Z0
2i12 
Dr
Dt
{Hz
n12 i12 , j
1
2 ,k −Hz
n12 i12 , j−
1
2 ,k }
 (2.117)
En1i , j
1
2 ,k=E
ni , j12 ,k 
1

Z0
Dz
Dt
{Hr
n12 i , j12 ,k
1
2 −Hr
n12 i , j12 ,k−
1
2 }
− 1

Z0
Dr
Dt
{Hz
n12 i12 , j
1
2 ,k −Hz
n12 i−12 , j
1
2 ,k }
 (2.118)
Ezn1i , j ,k
1
2 =Ez
ni , j,k12 
1
z
Z0
Dr
Dt
{
i12
i H
n12i12 , j ,k
1
2 −
i−12
i H
n12 i−12 , j,k
1
2 }
− 1
z
N⋅Z0
2 i
Dr
Dt
{Hr
n12 i , j12 ,k
1
2 −Hr
n12 i , j−12 ,k
1
2 }
 (2.119)
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 2.5.4.空間の中心における解析
  これらの差分式を用いて電磁界計算を行う場合、 r=0 部は円筒座標系の中心であるために特別な差分式を用
いる必要がある(式(2.119)は i=0で発散してしまうため)。
また中心点の電界成分である Ezn10, j ,k  は、 j に関わりなく同一点となる矛盾も生じる。そこで中心の電
界成分は、 j を除いて Ezn10,k  とする。
Maxwellの方程式のアンペール則の両辺を、原点を中心とした半径 r=
1
2 r の円 Cで囲まれる平曲面 Sで面積
分すると、
∮CH⋅dl=0
d
dt∫SE⋅dS  (2.120)
但し、 dl は曲線 Cに沿う微小変位ベクトルである。
式(2.120)の左辺を、時刻 t=n
1
2 t において曲線 Cに沿って線積分すると、
∮CH⋅dl=∮C H⋅dl=∑
j=0
N−1
H
n12 12 , j ,k 
 r
2   (2.121)
となる。また式(2.120)の右辺を差分すると、
0
d
dt∫SE⋅dS=0
d
dt {Ez
n12 0,k }r2 
2
=0
Ezn10,k −Ezn−10,k 
 t 
 r
2 
2  (2.122)
(2.121)と(2.122)より中心部における電界 Ezn10,k  は、
Ezn10,k =Ezn0,k 
2⋅ t
0r
∑
j=0
N−1
H
n12 12 , j ,k  (2.123)
規格化を行うと
Ezn10,k =Ezn0,k Z0
4Dr
N⋅Dt
∑
j=0
N−1
H
n12 12 , j ,k  (2.124)
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fig. 10:試験環境
 3.配管検査手法
 3.1.配管検査概要
　通常，導波管の遮断周波数は導波管の大きさによって一意に決められるが，
管路の途中で導波管が変形していた場合，遮断周波数が変化する。さまざま
な形に変形させた導波管を解析し，変形と遮断周波数の関連性を明らかにす
る。本稿では矩形・円形導波管をモデルとしてとりあげ，FDTD 法を用いた数値
解析および実測実験を行い，変形導波管内における電磁波伝搬のふるまいを
検証する。また，得られた関連性から配管を導波管とみなし，本手法を適用した
配管検査技術として提案する。
 3.2.計測方法
　本手法では VNA と同軸導波管変換器のみを使用する。全体の構成を fig. 10に示す。矩形導波管の遮断波長は
導波管内面の横の長さを L，縦の長さをM，モードを l，m とする( TElm ， TM lm ) と，次式で与えられること
が知られている。
l , m=2 / lL 2 mM 2  (3.1)
また遮断周波数 fc[Hz] は，光速を c[m/s] とすると次式より与えられる。
f c=
c
c  
(3.2)
この式によって決まる遮断周波数より数％高い周波数を持つ電磁波を，金属配管内へと伝搬させ，伝達関数を計測
することで検査を行う。ここで管路内に変形があると，その部位で管路内径が変化する。多くの場合管路内径は減少
し，遮断周波数が高域側にシフトするため計測した伝達関数に変化が表れる。本手法では，この変化から金属配管
全体の異常検出を行う。
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　　　(a)同軸ケーブル　　　　　　　　　(b)矩形導波管　 　　　　　(c)円形導波管
fig. 11:導波管
 3.3.導波管について
 3.3.1.導波管の役割
　導波管とは主に光を含む電磁波の伝送に用いられる構造体のことである。広い意味では光ファイバーも導波管の
一種であるが、普通は本稿で説明するような中空導波管のことを指す。
近年では、マイクロ波の領域においてもテフロンなどの高性能誘電体をもちいた同軸ケーブル(セミリジッドケーブル)
が用いられるようになり導波管は限られた場所でしか使われなくなってきたが、損失が少ない特性・大電力にも使用
できることなどから、衛星通信などに必要な大電力の伝送にはなくてはならない存在となっている。
 3.3.2.導波管の構造
　中空導波管は、主にマイクロ波の伝送に用いられる金属性の管である。電磁波は、管の中にその形状や寸法、波
長(周波数)に応じた電磁界を形成しながら管の中を伝搬していく。
その構造は同軸ケーブル（fig. 11の(a)）において導体損の原因となっている中心導体を取り除き、また誘電体損の
原因となる絶縁体を空気にしたもので、その結果低損失で大電力の伝送が可能となっている。中空導波管は fig. 11
の(b)のような方形導波管と fig. 11の(c)のような円形導波管がある。
 3.3.3.伝送波の種類
　伝送波として使われる TE波、TM波、TEM波が式ではどのように表現されているのかをみていく。まず伝送方向を
z軸にとり、任意のベクトルを z軸に垂直な成分 At=ax Axay Ay と平行な成分 azAz に分解し
A=Ataz Az  (3.3)
と書く。同様に微分作用素も ∇t=ax ∂∂xay
∂
∂y と定義して
∇=∇ taz ∂∂ z  (3.4)
と書く。　z方向に伝わってゆく正弦進行波は一般に
E=E0x ,y e
j tkzz 
と書けるから、 ∂/∂t= j , ∂/∂z=− jkz と置ける。したがって ∇=∇ t− jkzaz となり
∇×E=∇ t− jkzaz ×EtEzaz
=∇t×Et∇ t Ez×az− jkzaz×Et  (3.5)
一方、Maxwellの式と式(3.3)から
∇×E=− jH=− jHtHzaz  (3.6)
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である。式(3.5)と式(3.6)の z成分と t 成分をそれぞれ等値して
∇t×Et=− jHzaz  (3.7.a)
∇tEz×az jkzEt×az=− jHt  (3.7.b)
同様にMaxwellの式から
∇t×Ht=− jEzaz  (3.8.a)
∇tHz×az jkzHt×az= jEt  (3.8.b)
式(3.7)(3.8)から
j k t
2
kz
Et=∇ t EzZH∇ tHz×az  (3.9.a)
j k t
2
kz
Ht=∇ t HzYEaz×∇ tEz  (3.9.b)
ただし、
k t2=k2−kz2 , k= 
ZH=⋅kkz , YE=⋅kkz  (3.9.c)
式(3.9)を見ると一般に、( Et ,Ht )は Ez から決まる部分と、 Hz から決まる部分及び Ez ,Hz に無関
係に決まる部分の三つに分解できる。すなわち
Et=EtEEtHEt0  (3.10)
Ht=HtEHtHHt0  (3.11)
と置くと( EtE ,HtE )は式(3.9.a)(3.9.b)で Hz=0 と置いたときの値で、次式で与えられる。
          j
k t2
kz
EtE=∇ t Ez  (3.12.a) 
          j
k t2
kz
HtE=YEaz×∇ t Ez  (3.12.b)
この式によって表される波は Hz=0 なので磁界の進行方向(z方向)成分が零で、電界の z成分から決まるので
TM波(Transverse Magnetic wave)または E波と呼ばれる。
これに対し、( EtH ,HtH )は式(3.9.a)(3.9.b)で Ez=0 と置いたときの値で、次式で与えられる。
         j
k t2
kz
EtH=ZH∇ t Hz×az  (3.13.a)
         j
k t2
kz
HtH=∇ tHz  (3.13.b)
この式によって表される波は電界の進行方向成分が零で、磁界の z成分から決まるので TE波(Transverse Electric 
wave)または H波と呼ばれる。
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fig. 12:切り口
最後に( Et0 ,Ht0 )は式(3.9.a)(3.9.b)で Ez=Hz=0 としたときの値であるが( Et0 ,Ht0 ) ≠ 0
が成り立つには k t=0 でなければならない。このとき(7.c)より kz=k であるから式(3.7)(3.8)から
∇t×Et0=0, Et0×az=−Z0Ht0  (3.14.a)
∇t×Ht0=0, Z0Ht0×az=Et0  (3.14.b)
となる。この波は Ez=Hz=0 であるから TEM波(Transverse Electric Magnetic wave)という。
 3.3.4.遮断周波数・群速度・位相速度
　TE波の電磁界は式(3.13)で結ばれていて、式から Hzを与えれば他の成分が決まる
ことがわかる。よって、Hzの決め方を考えればよく、また Hzが波動方程式の解である
ことはわかっているから、境界条件が問題となる。
fig. 12のように、導波管の z軸に垂直な切口曲線を Cとし、Cに沿う微分長を dl 、
壁に垂直な微分長を d とする。
式(3.13.a)の壁面に平行な成分をとると、電界の接線成分が 0であることから、左辺
は 0となり
0=[ ∂Hz
∂
a
∂Hz
∂ l al×az ]l
=
∂Hz
∂  (3.15)
ただし、 a,al はそれぞれ dl 方向、 d 方向の単位ベクトルである。
∇2=∇ t
2−kz2 に注意すると、Hzを決める式は
∇t
2Hzkt2Hz=0  (3.16.a)

∂Hz
∂

c
=0  (3.16.b)
となる。
式(3.16)を満足する Hzを式(3.13)に代入して EtH ,HtH を求めるとこの( EtH ,HtH ,Hz )は TE波で、これだけ
でMaxwellの式と境界条件を満足している。
同様に
∇t
2Ezk t2Ez=0  (3.17.a)
Ezc=0  (3.17.b)
を満たす Ezを用いて式(10)から EtE ,HtE を求めると、この( EtE ,HtE ,Ez )は TM波で、これだけでMaxwell
の式と境界条件を満足している。
式(3.16)(3.17)は 2次元の固有値問題であるので、固有値は 2個の整数(l,m)により k l ,m と表すことができる。固
有値 k l ,m に対応する TE波、TM波をそれぞれ TElm モード、 TM lm モードと呼ぶ。式(3.9.c)より
kz2=k2−k lm2 =2−k lm2  (3.18)
の関係があるので周波数を変えると kz が変わる。
周波数がある程度高く、 k  k l ,m だと kz は実数であるが、周波数が低くなって kk l ,m となれば、
kz は虚数になる。
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電磁界は e j t−kz z に比例すると仮定しているので、無損失導波管中では高い周波数の電磁界は減衰なしに伝
わるが、低い周波数の電磁界は減衰して伝わらないことになる。境目は k=k lm となる周波数で、これを遮断周
波数(cutoff frequency)といい、 f c =c / 2 で表す。
遮断周波数に対応する自由空間波長 c =c / f c を遮断波長と呼ぶ。
よって
f c=
ck lm
2 ,c=
2
k lm  
(3.19)
通過域における位相速度と群速度を求めると、媒質を真空として
             vp=

kz
= c
1−c / 2
c  (3.20.a)
             vg=1 /
∂kz
∂
=c1−c / 2 c  (3.20.b)
また、位相速度、群速度、自由空間の電波の速度(=光速)には、下記のような関係がある。
vpvg=c2  (3.21)
導波管で情報伝送を行うには、最低次のモードを用いるのが基本で、これを基本モード(dominant mode)という。導波
管の軸に沿って測った波長を管内波長(guide wavelength)といい
g=vp /f=
0
1−c / 2
0  (3.22)
で与えられる。なお c のとき
kz= jklm2 −k2
となって、波は e−∣kz∣z=e−k lm
2 −k 2⋅z に比例して減衰する。このような波を遮断モード(cut off mode,evanescent 
mode)という。
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 4.矩形導波管(数値実験)
 4.1.矩形導波管内の伝搬
　方形導波管内ではどのように電波が伝搬していくかを知るために TM波について伝搬式を展開していく。TM波の
波動方程式は前述したように以下のように表すことができる。
∂2Ez
∂x2

∂2Ez
∂y2
k t2Ez=0  (4.1)
これを変数分離法で解いていく。そこで次のように解をおく。
Ez=X xY y  (4.2)
これを式(4.1)に代入すると、
X ''
X 
Y ''
Y kt
2=0   ∵ X''=
∂2X
∂x2
, Y ' '=∂
2 Y
∂y2 (4.3)
となる。これを次のように変形する。
Y ''
Y k t
2=−X ''X =
2
 (一定値) (4.4)
ただし  は、y,zに無関係な定数である。式(4.4)の右辺より
X''2 X=0  (4.5)
これは二階常微分方程式なので簡単に解は求められて、
X x =A0e− j xB0e jx  (4.6)
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　(正方向)　　　（負方向）
また、この式を定在波表示にすると
X x =AcosxBsin x  (4.7)
一方、式(4.4)の左辺より
Y ''kt2−2Y=0  (4.8)
となる。これも二階常微分方程式なのでその解は
Y y =C0e
− jykt2−2D0e
jykt2−2  (4.9)
                                                                           　(正方向)          　　 　（負方向）
定在波表示にすると、
Y y =Ccosykt2−2Dsin yk t2−2  (4.10)
したがって式(4.7),(4.10)の X,Yそれぞれの解を式(4.2)に代入すると
Ez={Acos x Bsin x }{Ccosyk t2−2Dsin yk t2−2}  (4.11)
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 ここで吸収境界条件により  を決定していく。
まず Xについての吸収境界条件より、
Ezx=0=0 より
Ez={Acos 0Bsin 0}{Ccosyk t2−2Dsin yk t2−2}=0  (4.12)
となり、この式が成り立つためには A=0
また Ezx=L=0 より A=0 を代入して、
Ez=Bsin L{Ccosyk t2−2Dsin yk t2−2}=0  (4.13)
となる。
式(4.12)を満足するには
                  L=l       (l=1,2,3,・・・・,整数)     (∵　 sinl=0 )
よって
=
l
L  (4.14)
次に Yについての吸収境界条件より、
Ezy=0=0 より
Ez={Acos x Bsin x }{Ccos0Dsin 0}=0  (4.15)
この式を満足するためには C=0
Ezy=M=0 より C=0 を代入して
Ez={Acos x Bsin x }Dsin Mk t2−2=0  (4.16)
となる。
式(4.11)を満足するには
               Mk t2−2=m (m=1,2,3,・・・・,整数)    　 (∵　 sinm=0 )
よって
=k t2−mM 2  (4.17)
よって全てを式(4.9)に代入すると
Ez=E0sin 
l
L xsin
m
M y   (4.18)
　　　　　　　　　　　　l,m は整数　
また、式(4.8,(4.6より
= l
L
= k t 2−mM 2  (4.19)
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なので固有値を求めると、
kt
2=klm
2= lL 
2
mM 
2
 (4.20)
他の成分についても求めると
Ex= jE0
kz l
kt2 L
cos lL x sin 
m
M y
Ey= jE0
kzm
kt2 M
sin  lL xcos
m
M y 
H x=Y E Ey , H y=−Y E Ex , H z=0
 (4.21)
ただし、伝搬因子 e j  t−kzz は省略してある。
同様な作業で TE波についても求めることができて
             
Hz=H0cos
l
L x cos
m
M y
k t2=k lm2=
l
L 
2

m
M 
2  (4.22)
                                           l,m は整数
他の成分についてもまとめると
Ex=ZHHy , Ey=−ZHHx , Ez=0
Hx= jH0
kz l
k t2L
sin lL x cos
m
M y
Hy= jH0
kzm
k t2M
cos lL x sin
m
M y
 (4.23)
となる。
このように方形導波管では TE波と TM波が同じ固有値を持っている。
TE波と TM波の違いは、電界と磁界が入れ替わったことと sin と cosが入れ替わったことである。
しかし、式(4.5、(4.3からもわかるように TM波の場合では(l,m)いずれか一方でも０となると、電磁界は全て０になって
しまう。
そのため TM0m と TM l0 というモードは存在しない。
一方、TE波では(l,m)の両方が 0にならなければモードが存在する。
つまり、 TE00 はないが、 TEl0 , TE0m は存在するということになる。
本稿では基本モードである TE10 波を用いて解析を行っていくこととする。
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fig. 13:方形導波管の切口 fig. 14:強度分布
 4.2.矩形導波管における波源の導出
　方形導波管における波源について考えていく。
導波管の数値解析を行うために、先ず基本モードでの波源の導出を行う。
方形導波管の TE波における電磁界成分は式(4.23)から以下のように表される。
             
Hz=H0cos
l
L xcos
m
M y
Ex=ZHHy , Ey=−ZHHx , Ez=0
Hx= jH0
kz l
kt2L
sin lL x cos
m
M y
Hy= jH0
kzm
k t2M
cos lL x sin
m
M y
k t2=klm2=
l
L 
2

m
M 
2
 (4.24)
ここで本稿で使用する波は基本波 TE10 波であるので(4.24)に l=1,m=0 を代入すると、
Ex=0 , Ey=−ZH Hx , Ez=0
H x= jH0
kz
kt2L
sin xL
H y=0
Hz=H0cos
x
L
 
(4.25)
となる。
これは x-y平面で考えると Ey も Hx も xだけの関数となり、
x=0 のとき　　0
x=L2 のとき 　max
x=L のとき　　0
であることを示している。fig. 13のように導波管を x-y平面で輪切りにしたのに対して丁度 fig. 14のような電磁界分
布となる。
また、y方向に対しては Ey も Hx も一定であることを示している。
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fig. 15:ガウシアンパルスを用いた波源
fig. 16:矩形導波管解析モデル fig. 17:通過特性
 4.3.S パラメータを用いた矩形導波管数値実験
　前章の波源を用いることで時間領域での導波管の解析が可能となる。また、通過特性などの周波数領域を解析す
るためには、式(4.26)のようなガウシャンパルスを用いてフーリエ変換を行うことで周波数応答を得ることができる。
 Y t =Ae−{t n−T /0.29T }
2
(4.26)
ここで、
A ：振幅
 t :時間間隔
n :繰り返し数
また T はガウシャンパルスをフーリェ変換した場合に、その電力スペクトルが 3dB 低下する周波数
f 0Hz  を用いて次のように決定される。
T=0.646/T  (4.27)
f 0Hz =10×109 とすると T=6.46×10−11 となる。
その他のパラメータは以下の通りである。
 x=0.75×10−3[m], y=0.75×10−3[m] , z=0.75×10−3 [m ],t=1.25 [ps]
A=1,n=8000
これらの値を(4.26の式に代入して、前章で使用していた導波管の波源と組合せて用いる。
入射波として使用する波源を fig. 15に示す。
また、この波源を実際に fig. 16に入射し、フーリエ変換を
行い、通過特性を解析したものを fig. 17に示す。
理論値である 6.521[GHz]近傍で遮断が起こり、理論通りの
導波管を設計できていることがわかる。
解析に用いたパラメータを以下に示す。
パラメータ
導波管サイズ：10×22.5×1200[mm]
空間離散間隔： x , y ,z=/40=0.75[mm] 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 
時間離散間隔： t=T /80=1.25 [ps]  
波源：ガウシアンパルス
観測面位置： z=1200 [mm]
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 4.4.S 狭帯周波数の決定方法
　本手法は測定の対象となる管路の大きさによって使用する周波数帯を決定する必要がある。
今回実測試験で使用する矩形導波管の内径サイズは縦 10[mm]×横 22.5[mm]で、遮断周波数は基本モード(
TE1 0 モード)で使用する条件で以下の２式より
c=2a  (4.28)
f c=
c
c
 (4.29)
6.521[GHz]と求まる．
導波管は一種のハイパスフィルタのような働きをするのでその遮断周波数よりも数％高い周波数を管内へと伝搬さ
せる。しかし、あまり高い周波数にすると今度は複数のモードが混在してしまい好ましくない。
つまり使用する周波数は、導波管の内径より求まる遮断周波数よりも高く、その上のモードの遮断周波数より低くな
るように周波数帯を選択することで、管内での伝搬を基本モードだけに限定することができる。
ここで基本モードの次に波長の長いモードを順次求めていく。
TE 10 以外の遮断波長を求めるには導波管の内面広辺を L、内面狭辺をM、モードの添字を l,m として次式に代
入することで求めることができる。
lm=2/ lL 2 mM 2  (4.30)
いくつか計算してみるとまず始めに TE0 1 モードがあることがわかる。（fig. 18参照）
その波長 01 は矩形導波管の内径サイズが縦 10[mm]×横 23[mm]であるから、式(4.28より 20[mm]と求まり、ま
たその遮断周波数は式(4.27より 15[GHz]と求まる。
つまり、本稿で使用する導波管では 6.521〜15[GHz]の狭帯周波数を VNA より伝搬させることで基本モードとして利
用することができる。
実際に配管の異常探査をする場合にもこのように配管のサイズから使用周波数帯を設定する。
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fig. 18:モードによる遮断周波数変化
fig. 19:観測周波数帯域の決定
fig. 20:矩形導波管解析モデル
fig. 21:モデル A
fig. 22:通過特性_A
 4.5.数値計算１
 4.5.1.解析モデル１
　矩形導波管の途中経路をさまざまな形に変形させて変形の仕方と遮断周波数の関連性を検証する。
凸凹にしたり、上から潰すことでどのような変化が表れるか測定を行う。変形のモデルは以下のよう 4つのモデルを
用意した。
上のモデルを順次、矩形導波管内に施し、通過特性を解析した結果を以下に示す。
パラメータ
導波管サイズ：                                    10×22.5×1200[mm]
空間離散間隔：                          x , y ,z=/40=0.75[mm] 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 
時間離散間隔：                              t=T /80=1.25 [ps]  
波源：                                                ガウシアンパルス
観測面位置：                                      z=1200 [mm]
また、吸収境界条件には H.21年度岡部氏作成の PMLを用いた。
 4.5.2.解析結果１
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fig. 23:モデル B
fig. 24:通過特性_B
fig. 25:モデル C
fig. 27:モデル＿D
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fig. 26:通過特性_C
fig. 28:通過特性_D
S2
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fig. 29:導波管の口径
 4.5.3.考察
　A をいれた場合には、基本モード時の遮断周波数を決める横幅（L）
が小さくなるので遮断周波数が高周波へと推移しているのがわかる。
推移後の遮断周波数は約１０ GHzで理論式(4.28)(4.29)から計算
される遮断周波数も１０ GHzなのでほぼ一致している結果となった。
このことから管路の途中で変形していた場合、多くの場合管路は狭く
なるので遮断周波数が高域へとシフトするということが考えられる。
しかし、Cのように横に凹凸を持った変形の場合、A のように横幅（fig. 29の lの長さ）は変化しているにも関わらず遮
断周波数が変化しないことがわかった。遮断周波数が高域にシフトするためには一様に狭くなっている必要があるこ
とがわかった。しかし、通過特性の解析結果を見てみると 9.5GHzと 11.5GHzの周波数で負方向へのピークをもって
いることが確認できる。これは変形の厚みを変えると負のピークとなる周波数も変わることは確認しているが、規則
性はわかっていない。
また B、D の場合、上下の内径（fig. 29のMの長さ）が変わるだけなので基本モードの場合、遮断周波数の変化には
寄与しないため、ほとんど変化しないことがわかった。しかし、上下の内径（fig. 29のMの長さ）が遮断周波数に影響
を与えるような他モード（ TM モードや TE 11 など）で解析を行うことで通過特性に変化が表れると考えられる。
以上の結果をまとめると
①遮断周波数が変化する（fig. 22）
→導波管が横に一様に潰れている
②遮断周波数は変化しないが特定の周波数で負のピークをもっている(fig. 26)
→導波管が横に凸凹に潰れている
③基本モードでは異常のない状態と通過特性がほぼ同値であるが、他モード（例えば TMモードや TE 11 モード
など）で計測すると変化が現われる(fig. 24、fig. 28)
→導波管が縦方向に潰れている
と、いうように通過特性の変化から導波管の変形方向を知ることもできると考えられる。
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fig. 31:DUT1
fig. 30:試験環境
fig. 32:模擬管路
 5.矩形導波管(実測実験)
 5.1.実験方法概要
　fig. 30が実測実験の試験環境である。
ベクトルネットワークアナライザの port1から高周波
ケーブルを用いて同軸導波管変換器に接続し、
導波管を通過後、port2へと戻る。
このときの通過特性を測定する。
導波管の内側に変形に見立てた銅板を設置し、
・変形の位置について
・管路の形状について
の２つに着目して実測実験を行った。
 5.2.実測実験
 5.2.1.実験モデル
　測定するのに用いた銅の形状を fig. 31に示す。これは前章の数値計算で用いたモデル A と同等の大きさである。
この銅板を fig. 32のように設置点a～f のどれか一つに挿入し、通過特性の変化を読み取る。
実測実験に用いる管路は fig. 32に示すように S字型と U型の２パターンを形成した。
また、その他のパラメータを以下に示す。
　　　　　　　　　　　　パラメータ
　　　　　　　　　　　　start周波数 ：8GHz
　　　　　　　　　　　　stop周波数 ：12GHz
キャリブレーション：85052P(HP)     　　　　　　　ケーブル：ＣＡＮＤＯＸ（灰色）
　　　　　　　　　　　　ベクトルネットワークアナライザ：8720D
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fig. 33:モデル a
fig. 34:通過特性_a
fig. 36:通過特性_b
 5.2.2.実験結果
　先ず、導波管を S字型に組み、実測実験を行った。以下測定結果を示す。
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fig. 38:通過特性_c
fig. 35:モデル b
fig. 37:モデル c
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fig. 40:通過特性_d
fig. 41:モデル e
fig. 42:通過特性_e
fig. 39:モデル d
次に導波管を Uの字型に組み直してそれぞれの場所に銅を置いた時の通過特性を計測した。
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fig. 44:通過特性_f
fig. 43:モデル f
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 5.2.3.考察
以上の結果を一つのグラフに重ねると fig. 45 のような結果となった。normal は管路に何も挿入していない場合の伝
達関数を測定したものである。
点a に銅板を挿入した場合には，遮断周波数が 10GHz 付近となっており，多少の差異はあるものの理論値と一致
していることが確認できる。そして，点 b，点 c に設置した場合も，点 a の場合と同一の測定結果が得られた。
また，経路を変えたもう一種類の導波管の点d，e，f においても，ほぼ全て同様の特性をあらわしており、これらの結
果から
『導波管の経路，変形箇所に関わらず，管内の変形の仕方が同様であれば同一の伝達関数変化が表れる』
ことがわかる。
また，実測実験の結果を数値解析結果(fig. 45 の simulation)と比較すると，8GHz～9GHz の周波数帯において差異
は見られるが，理論値の遮断周波数付近で減衰が生じ，数値解析，実測実験の全てにおいて同様の結果を得るこ
とができ、本実験の正当性が確認できた。
45
fig. 45:通過特性
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fig. 46:円筒座標系
 6.円形導波管(数値実験)
 6.1.円形導波管内の伝搬
　前章までで矩形の導波管について解析することができた。しかし、実際に化学プラントや発電設備等に使われる配
管は円形であることが多いため、円形導波管の解析を行うことは大変重要である。
円形導波管の解析をするにあたって fig. 46のような円筒座標系を考える。
先ずはじめに TM波について考えていく。TMモードを円筒座標系で書くと次の用になる。
∂2Ez
∂r 2
1r
∂Ez
∂r 
1
r 2
∂2Ez
∂2
k t2Ez=0  (6.1.a)
         Ezr=a=0  (6.1.b)
式(6.1.a)を変数分離法で解く。すなわち
Ez=R r   (6.2)
と置く。ここで R r  は r だけの関数、  は  だけの関数を表す。
式(6.2)を式(6.1.a)に代入して整理すると
r 2
R
d 2R
d r 2
r
R
dR
∂r k t
2r 2=−1

d 2
d2  (6.3)
この式の左辺は r だけの関数、右辺は  だけの関数になっているので、両辺は r , に無関係な定数に
等しい。これを n2 と置くと、式(3.17)は次の 2式に分離する。
d 2
d 2
=−n2  (6.4)
d 2R
d r 2
1r
dR
∂r k t
2−n
2
r 2
R=0  (6.5)
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式(6.4)は 2階微分方程式なので、その解は
=AcosnBsin n  ( n は整数) (6.6)
また、式(6.5)は Besselの微分方程式である。
結局その解は、
Ez=E0 jnkt r cosn −n  (6.7)
となる。
一方、式(6.1.b)が成り立つためには k t が次式の根でなければならない。
jn k t a=0
そこで jn p=0 の第 m番目の根を pnm と書けば固有値は
k t=
pnm
a  (6.8)
で与えられ、この固有値に対応するモードを TMnm と呼ぶ。
Besselの微分方程式が解ければ、円筒導波管の TMnm モードの電磁界成分が求まるが今回は省略する。
 6.2.円形導波管の遮断周波数
TMnm モードの遮断周波数は次式で計算できる。
f nm=
pnm
2 a  (6.9)
同様な計算によって TE波も求めることができ、その遮断周波数は
f ’nm=
p’nm
2a  (6.10)
円形導波完の基本波は TE11 モードで、遮断周波数は媒質を真空とすると以下のようになる。
f ’11=
1.841×c
2a =
8.79
a [cm]GHz  (6.11)
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　( a は円形導波管の半径)
以上の式からわかるように円形導波管では半径に基づいて遮断周波数が決まることがわかる。
この遮断周波数を元にして以下、数値解析を行っていく。
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 6.3.円形導波管のモデリング
3次元の円筒座標系である解析領域の一番外側に完全導体を配置することで円形導波管とみなすことができる。
まずそれぞれの面上での成分配置は以下のようになっている。
z                                                                              面 z /2  面
                                                  
完全導体にするには fig. 47、fig. 48のように成分分解された 3つの電界成分の値を０とすることで、その成分に囲ま
れた場所を完全導体としてみなすことができる。
これを円周に沿って一周、成分を０とすることで円形導波管とみなすことができる。（fig. 50）
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fig. 47:成分配置１ fig. 48:成分配置２
fig. 49:完全導体モデリング１ fig. 50:完全導体モデリング２
fig. 51:円筒導波管波源
 6.4.円形導波管における波源
円形導波管の基本モードである TE1 1 モードの電界式は以下の通りである。
Er=ZHH  (6.12.a)
E=−ZHHr  (6.12.b)
Ez=0  (6.12.c)
Hr=− j
H0kza
p'nm
jn'
p'nm
a r cos n−n  (6.12.d)
H= j
H0kza
p'nm
⋅
na
p'nm r
jn
p'nm
a r sinn−n  (6.12.e)
Hz=H0 jn 
p'nm
a r cosn−n  (6.12.f)
以上の式を変形して電界のそれぞれの成分をだすと
 Er= j
ZHH0kza
p'nm
⋅
na
p'nm r
jn 
p'nm
a r sinn−n (6.13)
 E=− j
ZHH0kza
p'nm
jn'
p'nm
a rcos n−n (6.14)
Ez=0  (6.15)
n=1, n=0 として FDTD 法で使用できる形に直すと、
Er i
1
2 , j ,k=
a
p'nm i12
jn 
p'nm  i12 
a sin 2 j/Nsin 2 t /Dt
 
(6.16)
E i , j
1
2, k= jn
'
p'nm⋅i
a cos2 j/Nsin 2 t /Dt  (6.17)
 Ez=0 (6.18)
以上の三式を円形導波管の中心（ NZ/2 ）に面上にいれて波源とすることで
円形導波管の基本モードでの数値解析が可能となる。
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fig. 52:円形導波管モデル
 6.5.数値計算２
 6.5.1.解析モデル２
解析に用いた円形導波管のサイズは fig. 52
のようにした。
入射面からガウシアンパルスを入射後、変形
部を通過後に観測面へと到達する。
また、吸収境界条件は H.21年度岡部氏作成
の円形導波管用の PMLを用いた。
以下に示すように４つの変形モデルを用意し、順次通過特性の解析を行った。
パラメータ
導波管サイズ：3000[mm]　　　   　                  　　導波管半径： 195[mm]
空間離散間隔：　　　　　　　　　 r=1.5[mm],=7.2°,z=1.5[mm] 　　　　　　　　　　　　　　　　　　　 
時間離散間隔：           　　　　　              t=0.2 [ps ]  
波源：　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ガウシアンパルス
観測面位置：              　　　　            z=1500 [mm]
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fig. 53:円形導波管解析モデル
fig. 55:モデル i
fig. 54:通過特性_i
fig. 56:モデル ii
fig. 57:通過特性_ii
fig. 58:モデル iii
fig. 59:通過特性 iii
 6.5.2.解析結果２
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fig. 60:モデル iv
fig. 61:モデル iv
 6.5.3.考察
モデル i のように円形に潰れた場合は、半径の変化が一様であるため遮断周波数が高域へとシフトする。
また、この場合の理論値は 6.31GHz で、解析結果とほぼ一致していることが確認できる。
また、モデル ii の場合のように管路が大きく潰れた場合には伝達関数が変化し、8.5GHz、10GHz での落ち込みの
ピークが確認できる。また、遮断周波数も高域へとシフトしている。
それに対して、モデル iii の場合には遮断周波数には変化がほとんど見られないが利得の低下が起こっている。同
様にモデル iv は、モデル iii をφ 方向に 90 °回転させたもので，6GHz，8GHz の周波数において落ち込みのピー
クと利得の低下を確認することができる。
円筒導波管の場合、遮断周波数は半径によって決まるため，モデル i のように円周状に潰れた場合は半径が一様
に変化し、理論値から求められる遮断周波数とよく一致する。しかし、モデル iii、モデル iv の場合には半径が一意に
決められないため遮断周波数の変化は起こらないと考えられる。
以上の解析結果から、円形導波管においても管内の形状の変化によって伝達関数に変化が表れることがわかった。
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 7.結論
　本論文では、矩形導波管、円形導波管をモデルとして取り上げ変形導波管内における電磁波伝搬解析
を行った。また、得られた結果から配管を導波管と見立て、管内に電磁波を伝搬させることで、導波管の
特性を利用し、発電設備や大型化学プラント等の配管検査法として利用する手法を提案した。
　矩形導波管の数値解析から、基本モードを用いることで導波管の変形を発見できることが確認できた。
また、限定的ではあるが、その大きさや変形方向も特定できることを確認した。そして、それに伴う実測実
験をおこない数値解析の結果と比較すると、両者の通過特性は広い周波数帯にわたり非常によく一致し、
本手法の正当性が確認できた。また、実測実験の結果から変形の位置や配管の形に関わらず本手法を
適用可能であることが確認できた。
　また一般の配管の形が円形であるものが多いために、円形導波管においても同様の数値解析を行った。
解析結果から、変形があることで、その変形度合いにより遮断周波数の変化や利得の低下が現われるこ
とを確認した。
  本手法を配管の保守点検に応用することで、配管全体を一度の計測で試験が可能となり，検査時間，コ
ストの大幅な削減ができると考えられる。
 8.今後の課題
  本手法は、変形の大体の大きさや変形方向がわかる一方で、場所を特定することができていない。
現在は周波数領域で解析をしているため、時間領域の解析を行うことで特定ができるのではないかと考
えられる。また、変形の度合いが小さいと、発見が困難になってしまうという問題もある。
通過特性だけでなく、反射特性なども併せて解析することでより高精度に変形を発見できる配管検査手法
になると考えられる。
　最終的には円形の配管を検査するのが目標のため、円形導波管の実測実験も行い、本手法の実用化
を目指したいと思う。
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